
0.1 Geometric Realization

Definition 0.1.1

X を simplicial setとする。ϕ : [m] −→ [n]に対し、ϕ∗ : Xn −→ Xm、ϕ∗ : ∆m −→ ∆n が誘導

される（∆∗ を cosimplicial spaceと考えている）。

|X| =

∐

n=0

∆n ×Xn




/
∼

で定義する。ただし、(u, x) ∈ ∆n ×Xn , (v, y) ∈ ∆m ×Xm に対し、

関係 (u, x) ∼ (v, y)は ϕ : [n] −→ [m]が存在し、x = ϕ∗(y) , v = ϕ∗(u)となることで定義する。

この |X|を simplicial set X の幾何学的実現（geometric realization）と呼ぶ。(u, x)を代表元と
する |X|の元を |u, x|と表す。

Remark 0.1.2

Simplicial map f : X −→ Y に対し、|f | : |X| −→ |Y | を、|f |(|u, x|) = |u, f(x)|、(u, x) ∈
∆n ×Xn と定義すれば、これは well definedな連続写像になる。よって、

| − | : SSets −→ Space

は functorとなる。

Definition 0.1.3

Simplicial set X の n単体 u ∈ Xnに対し、単射でない ϕ ∈ Hom∆([n], [m])と、v ∈ Xmが存在

し u = ϕ∗(v)と表されるとき、uは退化しているといい、退化している n単体のなすXnの部分空

間を sXn−1 と書く。

∆n に対しては ∂∆n の元を退化しているとよぶ。

また (u, x) ∈ ∆n ×Xn に対し、u, xが共に非退化のとき (u, x)を非退化と呼び、それ以外の元
を退化していると呼ぶ。

Lemma 0.1.4

任意のϕ ∈ Hom∆([n], [m])は、全射であるϕ1 ∈ Hom∆([n], [p])と単射であるϕ2 ∈ Hom∆([p], [m])
によって ϕ = ϕ2 ◦ ϕ1 と一意に分解できる。

proof)　　 ϕ : [n] −→ [m]に対し、Imϕの濃度を pとする。これにより、題意を満たす全射

ϕ1 ∈ Hom∆([n], [p])と単射 ϕ2 ∈ Hom∆([p], [m])で ϕ = ϕ2 ◦ ϕ1 に一意に分解できる。
□

Lemma 0.1.5
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Simplicial set Xに対し、任意の u ∈ Xn は非退化単体 v ∈ Xmと全射であるϕ ∈ Hom∆([n], [m])
が一意に存在し u = ϕ∗(v)とあらわせる。

proof)　　 n = 0のとき u ∈ X0 は非退化である。なぜなら u ∈ X0 が退化しているとすると、

単射でない α ∈ Hom([0], [m])が存在するはずだが、[0] = {0}なので αは単射にしかならないので

矛盾である。

あとは帰納的に示す。今、m < nのすべてのmに対し、題意が成り立つとする。

u ∈ Xn が非退化なら問題ない。u が退化しているとすると、v ∈ Xm と単射でない ϕ ∈
Hom([n], [m]) が存在し、ϕ∗(v) = u と表せる。Lemma 0.1.4 により全射 ϕ1 ∈ Hom([n], [p])
と単射 ϕ2 ∈ Hom([p], [m])により ϕ = ϕ2 ◦ ϕ1 となる。

ϕ∗(v) = (ϕ2 ◦ ϕ1)∗(v) = ϕ∗1 ◦ ϕ∗2(v)

ϕ∗2(v) ∈ Xp で p < n なので仮定より 非退化な元 v′ ∈ Xp′と全射χ ∈ Hom([p], [p′]) が存在し、
χ∗(v′) = ϕ∗2(v)と表せる。よって、

u = ϕ∗1 ◦ ϕ∗2(v) = ϕ∗1 ◦ χ∗(v′) = (χ ◦ ϕ1)∗(v′)

χ ◦ ϕ1 が全射なので成立する。

次に一意性を示す。非退化な元 v ∈ Xm , v′ ∈ Xm′ および、全射 ϕ ∈ Hom([n], [m]) , ϕ′ ∈
hom([n], [m′]) で u = ϕ∗(v) = ϕ∗(v′) で表されるとする。ϕ : [n] −→ [m] は全射なので、χ :
[m] −→ [n]が存在し、ϕ ◦ χ = 1[m] となる。従って、ϕ = ϕ′ なら、

v = χ∗ ◦ ϕ∗(v) = χ∗ ◦ ϕ′∗(v′) = χ∗ ◦ ϕ∗(v′) = v′

である。ϕ 6= ϕ′ とすれば、m 5 m′ としてよく、

ϕ′ ◦ χ : [m] −→ [m′]

は単射ではない。このとき、

v = χ∗ ◦ ϕ∗(v) = χ∗ ◦ ϕ′∗(v)

なので vは非退化になってしまうので矛盾する。よって一意性も確認できる。
□

Lemma 0.1.6

t ∈ ∆n に対し、非退化な元 s ∈ ∆m と単射 χ ∈ Hom([m], [n])が一意に存在し、t = χ∗(s)と表
される。

proof)　　 Lemma 0.1.5と同じような考えであるが、∆nは CW複体であるのでそれよりは安
易である。任意の点はある胞体、つまり Int∆m に含まれるので、埋め込む写像を考えれば題意は

示される。
□

Definition 0.1.7
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X =
∐

n=0 ∆n ×Xn とする。Lemma 0.1.5、0.1.6により、

λ : X −→ X , ρ : X −→ X

を次のように定義する。(t, u) ∈ ∆n ×Xn に対し、v ∈ Xmとϕ ∈ Hom([n], [m])が一意に存在し、
ϕ∗(v) = uと表せる。

λ(t, u) = (ϕ∗(t), v)

また、s ∈ ∆m′
とχ ∈ Hom([m′], [n])が一意に存在し χ∗(s) = tと表せる。

ρ(t, u) = (s, χ∗(u))

で定義する。

Corollary 0.1.8

Simplicial set X に対し、|X|の任意の元は非退化な元 (s, v) ∈ ∆n × Xn によって一意に表さ

れる。

proof)　　任意の (t, u) ∈ ∆n ×Xn に対し、非退化な元 (s, v) ∈ ∆m ×Xm で (t, u) ∼ (s, v)が
一意に存在することを示せばよい。

λ ◦ ρ(t, u) = λ(s, χ∗(u)) = (ϕ∗(s), v) ∼ (s, ϕ∗(v)) = (s, χ∗(u)) ∼ (χ∗(s), u) = (t, u)

また λ ◦ ρ(t, u) = (ϕ∗(s), v)で v, sは非退化あり、ϕ∗(s)も非退化である。さらに、(t, f∗(u)) ∼
(f∗(t), u)に対しては、

λ ◦ ρ(t, f∗(u)) = λ(s, ϕ∗ ◦ f∗(u)) = λ(s, (f ◦ ϕ)∗(u)) = ((f ◦ ϕ)∗(s), u) = (f∗(t), u)

であり、また、

λ ◦ ρ(f∗(t), u) = λ(s, χ∗(u)) = (χ∗(s), u) = (f∗(t), u)

となるので、λ ◦ ρ(t, f∗(u)) = λ ◦ ρ(f∗(t), u)であり一意性も示される。
□

Definition 0.1.9

Simplicial set X に対し、

pn : ∆n ×Xn ↪→
∐

∆n ×Xn −→ |X|

を自然な射影とする。ここで、

∐

m5n

pm :
∐

m5n

∆n ×Xn −→ |X|

の像を Fn|X|とおく。これにより、

F0|X| ⊂ · · · ⊂ Fn|X| ⊂ Fn+1|X| ⊂

の空間列が構成でき、|X| ∼= ⋃
n=0 Fn|X|となる。
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Remark 0.1.10

∆n ×Xn の退化の元のなす部分空間を Bn とおくと、

Bn = ∂∆n ×Xn ∪∆n × sXn−1

であるが、pn : ∆n ×Xn −→ |X|に対し、pn(Bn) ⊂ Fn−1|X|である。

proof)　　 (t, u) ∈ ∂∆n×Xn ∪∆n× sXn−1とする。t ∈ ∂∆nとすると、χ ∈ Hom([n− 1], [n])
が存在して χ∗(s) = tと表せる。よって、

|t, u| = |s, χ∗(u)| ∈ Fn−1|X|

また、u ∈ sXn−1 とすると、単射でない ϕ ∈ Hom([n], [m]) が存在し、ϕ∗(v) = uであるので、

m < nとしてよい。

|t, u| = |ϕ∗(t), v| ∈ Fn−1|X|
である。

□

直感的に言えば Bn は貼り付けられる糊代であり、Fn−1|X|に埋められていく。

Theorem 0.1.11

任意の Simplicial set X に対し、|X|は CW複体であり、その n-cellはXnの非退化元と一対一

対応をもつ。

proof)　　単体集合なので各 Xn が離散空間。ということは Xn は 0-cellのみからなる CW複
体である。

F0|X| = ∆0 ×X0 で CW複体であり、これが |X|の 0-skeltonである。

Fn|X| − Fn−1|X| ∼= (Xn − sXn−1)× Int∆n ∼=
∐

λ∈Xn−sXn−1

Int∆n
λ

というわけであり、

Fn|X| ∼= Fn−1|X| ∪pn

∐
∆n

λ

で CW複体で、これが |X|の n-skeltonである。よって |X| ∼= ⋃
Fn|X|であるためX は CW複体

である。
□

Example 0.1.12

位相空間X に対し、S∗X は Simplicial setなので |S∗X|は CW複体である。

Definition 0.1.13

位相空間X に対し、γ : |S∗X| −→ X を |u, f | ∈ |S∗X|に対し、γ|u, f | = f(u)で定義する。
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Lemma 0.1.14

γ : |S∗X| −→ X は well defindedで natural mapである。

proof)　　 (u, ϕ∗(f)) ∼ (ϕ∗(u), f)なので、

ϕ∗(f)(u) = (f ◦ ϕ∗)(u) = f ◦ ϕ∗(u)

となり、γ|u, ϕ∗(f)| = γ|ϕ∗(u), f |なので well defindedである。さらに、連続写像 f : X −→ Y に

対し、

γ ◦ |S∗f |(|u, σ|) = γ|u, f ◦ σ| = f ◦ σ(u) = f(σ(u)) = f ◦ γ|u, σ|
であるので、

|S∗X| |S∗Y |

X Y
?

γ

-|S∗f |

?

γ

-
f

は可換になる。
□

Theorem 0.1.15

γ : |S∗X| −→ X は weak equivalenceである。

proof)　　 γ∗ : π∗(|S∗X|) −→ π∗(X)が全単射を示す。まず全射を示す。

[α] ∈ πn(X)をとると、α : (Sn, ∗) −→ (X, ∗)であるが、

α : (∆n, ∂∆n) −→ (X, ∗)

と考えられる。

α̃ : (∆n, ∂∆n) −→ (|S∗X|, |1, ∗|)
を、α̃(t) = |t, α|で定義する。ただし、(1, ∗) ∈ ∆0 × S0(X)である。∗ : ∆0 −→ X は ∗への定値
写像と見ている。

t ∈ ∂∆n に対し、α(t) = ∗ であるため、s ∈ ∆n−1 が存在し、|t, α| = |s, ∗| である。また、
ϕ ∈ hom([n − 1], [0])に対し、1 = ϕ∗(s) , ∗ = ϕ∗(∗) となるため、|s, ∗| = |1, ∗|であるので α̃は

well-definededである。これより、γ ◦ α̃(t) = γ|t, α| = α(t)なので、γ∗[α̃] = [α]であるので全射で
ある。あとは単射を示す。

[f ] ∈ πn(|S∗X|, |1, ∗|)に対し、γ∗[f ] = 0とする。f : Sn −→ |S∗X|と考えれば、胞体近似定理
から、これは celluer mapと考えられ、さらに、Snが simplicial complexであるから、その細分を
考えることにより、f ' f ′ で、f ′ ◦ e : Sn −→ |S∗X|が |S∗X|の cellとなる f ′ が存在する。ただ

し、e : Sn −→ Sn は Sn の細分された n-cellである。γ ◦ f ' ∗なので、

H : Dn+1 −→ X
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が存在し、H|Sn = γ ◦ f ′ となる。つまり、

Sn |S∗X|

Dn+1 X

-f ′

?

inclusion

?

γ

-
H

が可換になる。ここで、やはりDn+1を十分細かく細分すれば、それぞれで liftが構成できるため、
それを繋ぎ合わせて、diagramを可換にする

Sn |S∗X|

Dn+1 X

-f ′

?

inclusion

?

γ

p p p
p p p

p p p
p

µ
H̃

-
H

が構成できる。これより、f ' f ′
H̃' ∗である。

□

Definition 0.1.16

Simplcial set Xに対し、η : X −→ S∗|X|を、x ∈ Xnに対し、η(x) : ∆n −→ |X|を、η(x)(u) =
(u, x)で定義する。

Lemma 0.1.17

η : X −→ S∗X は simplicial mapで naturalである。

proof)　　 degeneracyと faceについて可換性を見てみる。x ∈ Xn に対し、

η(djx)(u) = |u, djx| = |dju, x| = η(x)(dju) = η(x) ◦ dj(u) = dj(η(x))(u)

であるので、faceも同様である。また、f : X −→ Y を simplicial mapとしたとき、x ∈ Xn, u ∈ ∆n

に対し、

η ◦ f(x)(u) = |u, f(x)| = |f |(|u, x|) = |f |(η(x)(u)) = S∗|f |(η(x))(u)

であるので、
X Y

S∗|X| S∗|Y |

-f

?

η

?

η

-
S∗|f |

は可換である。
□

Theorem 0.1.18
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任意の simplicial set X に対し、|η| : |X| −→ |S∗|X||は weak eqivalenceである。

proof)　　 γ : |S∗|X|| −→ |X|を考えると、|u, x| ∈ |X|に対し、

γ|η|(|u, x|) = γ|u, γ(x)| = γ(x)(u) = |u, x|

なので、γ ◦ |η| = 1 : |X| −→ |X|であり、

γ∗ ◦ |η|∗ = 1 : π∗(|X|) −→ π∗(|X|)

である。ここで、Theorem 0.1.15により、γ∗は isomorphismなので、|η|∗はその inverceとなり、
特に isomorphismである。

□

Corollary 0.1.19

| − | : SSets ⇐⇒ Space : S∗ は adjointである。

proof)　　X∗ を simplicial set、Y を空間とする。

α : HomSSets(X∗, S∗Y ) −→ HomSpace(|X∗|, Y )

β : HomSpace(|X∗|, Y ) −→ HomSSets(X∗, S∗Y )

をそれぞれ、f : X∗ −→ S∗Y に対し、α(f) = γ◦|f |。また、g : |X∗| −→ Y に対し、β(g) = S∗(g)◦η
とする。x ∈ Xn に対し、

(β ◦ α(f))(x)(u) = (β(γ ◦ |f |))(x)(u)

= (S∗(γ ◦ |f |) ◦ η(x))(u)

= (γ ◦ |f | ◦ η(x))(u)

= γ ◦ |f |(|u, x|)
= γ(|u, f(x)|) = f(x)(u)

であるので、β ◦ α = 1である。逆に、

(α ◦ β(g))|u, x| = α(S∗g ◦ η)|u, x|
= γ ◦ |S∗g ◦ η|(|u, x|)
= γ|u, S∗g ◦ η(x)|
= γ|u, g ◦ η(x)|
= g ◦ η(x)(u) = g|u, x|

なので、α ◦ β = 1でもある。naturalityは γ、ηの naturalityから導かれる。
□

Theorem 0.1.20
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Simplicial set X, Y に対し、

π = |p1| × |p2| : |X × Y | −→ |X| × |Y |

は同相となる。

proof) 　　 ∆n = {(a1, · · · an) ∈ Rn | 0 5 a1 5 a2 5 · · · 5 an 5 1} と考えると、r :
∆n ×∆m −→ ∆n+m を次のように定める。u ∈ ∆n、v ∈ ∆m としたとき、

u = (u1, · · · , un) , v = (v1, · · · , vm)

と表す。このとき、{ui, vj}i,j を小さい順に並べなおすと、

w = (w1, · · ·wn+m) ∈ ∆n+m

であるので、r(u, v) = w と定義する。このとき、{wk}k は {ui, vj}i,j を並べ替えたものなので、

S, T ⊂ {0, 1, · · · , n + m − 1}で、k ∈ S ならば wk ∈ {ui}i、k ∈ T ならば wk ∈ {vj}j であり、

S ∪ T = {0, 1, · · · , n + m − 1}, S ∩ T = φ を満たすような S, T が一意に存在する。このとき、

σS : [n + m] −→ [m]を i ∈ S ならば、σS(i) = σS(i + 1)を満たす全射として定義する。これは∆
のmorphismであることと、全射性から一意に定まる。同じくして、σT : [n + m] −→ [n]を定義
する。

(σS)∗ : ∆n+m −→ ∆m

を考えると、(a0, · · · , an+m) ∈ ∆n+mに対し、i ∈ Sの番号を cutする projectionである。これよ
り、(σS)∗r(u, v) = v、(σT )∗r(u, v) = u である。

q : |X| × |Y | −→ |X × Y |

を以下のように定義する。|u, x| ∈ |X|、|v, y| ∈ |Y |、ただし、(u, x) ∈ ∆n×Xn、(v, y) ∈ ∆m×Xm

に対し、

q(|u, x|, |v, y|) = |r(u, v), σ∗T (x), σ∗S(y)|
ただし、(r(u, v), σ∗T (x), σ∗S(y)) ∈ ∆n+m × (X × Y )n+m である。このとき、

π ◦ q(|u, x|, |v, y|) = π(|r(u, v), σ∗T (x), σ∗S(y)|)
= (|r(u, v), σ∗T (x)|, |r(u, v), σ∗S(y)|)
= (|(σT )∗r(u, v), x|, |(σS)∗r(u, v), y|)
= (|u, x|, |v, y|)

逆に、(u, x, y) ∈ ∆n × (X × Y )n に対し、

q ◦ π(|u, x, y|) = q(|u, x|, |u, y|) = |r(u, u), σ∗T (x), σ∗S(y)|

であるが、このとき、

r(u, u) = (u0, u0, u1, u1, · · · , un, un) ∈ ∆2n

であるので、同じものが重複するためこれは degenerateであり、s : [n] −→ [2n]が存在し（例え
ば k 7→ 2k）、r(u, u) = s∗(u)である。また、

σS ◦ s = σT ◦ s = 1 : [n] −→ [n]
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であり、

q ◦ π(|u, x, y|) = |s∗(u), σ∗T (x), σ∗S(y)| = |u, (σT ◦ s)∗(x), (σS ◦ s)∗(y)| = |u, x, y|

□

Corollary 0.1.21

| − | : SSet −→ Spaceは finite productを保つ。つまり、X
f−→ Z

g←− Y という simplicial set
の diagramに対して、

|X ×Z Y | ∼= |X| ×|Z| |Y |
という natural homeomorphismが存在する。

proof)　　 Theorem 0.1.20における isomorpism

π : |X × Y | ¿ |X| × |Y | : q

の制限として、

π : |X ×Z Y | ¿ |X| ×|Z| |Y | : q

となることを示せばよい。πについて見てみると、|u, x, y| ∈ |X×ZY |で、(u, x, y) ∈ ∆n×Xn×Zn Yn

に対し、π(u, x, y) = (|u, x|, |u, y|)であるが、|f |(|u, x|) = |u, fx| = |u, gy| = |g|(|u, y|)であるか
ら、π(u, x, y) ∈ |X| ×|Z| |Y |である。逆に、q について見てみると、(|u, x|, |v, y|) ∈ |X| ×|Z| |Y |
に対し、(u, x) ∈ ∆n ×Xn と (v, y) ∈ ∆m × Ym とする。仮定より、|u, fx| = |v, gy| in |Z| なの
で、ρ : [n] −→ [m]が存在し、ρ∗gy = fx, ρ∗u = vである。

q(|u, x|, |v, y|) = |r(u, v), σ∗T (x), σ∗S(y)|

であったので、

fσ∗T x = σ∗T fx = σ∗T ρ∗gy = g(ρ ◦ σT )∗(y) = gσ∗S(y)

となるのは、ρ∗u = vによる。
□
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